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Detexrministisches Chaos
und Himmelsmechanilk

(Teil 2)

In diesem =zweiten Teil des Artikels werden die Leser die Theorie
der Beschreibung dynamischer Systeme im Phasenraum und - anhand
von Beispielen - das Auftreten von Chaos in der Himmelsmechanik
kennenlernen.

Der Phasenraum dynamischer Systeme

PR L2 2 L e S

Der Bewegungsablauf vieler Systeme wird sehr verst&ndlich, wenn
man ihn im sogenannten Phasenraum betrachtet: Der physikalische
Zustand der betrachteten K8rper wird durch ihre Orte und Geschwin-
digkeiten bestimmt! Nichts liegt also n3¥her, als ein (fiktives)
Koordinatensystem - eben den Phasenraum - einzufiihren, dessen Ko-
ordinaten die Orte und die Geschwindigkeiten der K8rper sind. Der
Phasenraum ermdglicht so in {ibersichtlicher Art und Weise, den
physikalischen 2Zustand in seinem zeitlichen Verlauf zu verfolgen.
Allgemein hat also der Phasenraum doppelt so viele Koordinaten (=
eine doppelt so grofBe Dimension) wie der Konfiqurationsraum, das
Koordinatensystem der Orte.

Beispiel: das Pendel (Abb. 1).
Zur Beschreibung des Pendels geniigt eine Ortskoordinate, n&mlich
die Winkelauslenkung ©.

- Abb. 1
i Das Pendel

Die zugehdrige (Winkel-) Geschwindigkeit ist é, der Phasenraum ist
also zweidimensional (Abb. 2). Die auf den ersten Blick etwas ré&t-
selhafte Form der Phasenraumkurven ist leicht einzusehen:

Bei kleinen Auslenkungen (im Zentrum des Phasenraumportraits um
den Gleichgewichtspunkt (1) herum) verlduft die Schwingung des
Pendels harmonisch: Die Phasenraumkurven sind Ellipsen:

- bei maximaler Auslenkung ist die Geschwindigkeit Null,
- bei maximaler Geschwindigkeit ist die Auslenkung Null, d.h.
das Pendel schwingt durch die Lotebene.
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Abb. 2
Phasenraum des Pendels

Bei groBeren Auslenkungen werden die Schwingungen unharmonisch.
Grund: Da das Pendel sehr hoch schwingt, verlangert sich die
Schwingungsdauer. Uberschreitet die Pendelgeschwindigkeit schlief-
lich eine gewisse Grenzgeschwindigkeit, so kommt es zum Uber-
schlag, die Geschwindigkeit wird nie mehr Null.

Die gestrichelt eingezeichnete Grenzkurve, die die Bereiche
"Schwingung” und "Uberschlag" voneinander trennt, heiBt Separa-
trix. Sie kommt natirlich strenggenommen in der Natur nie vor und
entpricht einer unendlich lange dauernden Schwingung eines Pen-
dels, das in der senkrechten Position zur Ruhe kommt.
Zusammenfassend gibt es also folgende "Kurven" im Phasenraum, die
spater fir die Abgrenzung von chaotischen Bewegungen zu regularen
Bewegungen von groBer Wichtigkeit sind:

— stabile Gleichgewichtspunkte (1): kleine Anderungen in den
Anfangsbedingungen bewirken nur kleine Anderungen in den Pha-
senraumkurven.

— instabile Gleichgewichtspunkte (2): kleine Anderungen in den
Anfangsbedingungen bewirken groBe, teilweise qualitative An-
derungen.

— Separatrices, die gqualitativ unterschiedliche Gebiete vonein-
ander trennen.

— normale Phasenraumkurven, die sich nicht schneiden und im be-
trachteten Pendelbeispiel zusadtzlich periodisch sind.

Was bringt uns das alles nun fir das Verstdndnis von Bewegungs-—
ablaufen in der Himmelsmechanik? Darauf werde ich spater zurick-
kommen, doch schon jetzt ist zumindest eines klar: Mit dem Phasen-
raum hat man ein niutzliches Werkzeug, um Bewegungsablaufe zu cha-
rakterisieren:

Kennt man die Struktur des Phasenraums, so kann man Aussagen lber
das Verhalten des betrachteten Systems in Vergangenheit und Zu-
kunft machen.

Mehrdimensionale Bewegungen

Im nachsten Schritt wollen wir mehrdimensionale Bewegungen be-
trachten, wie wir sie in der Himmelsmechanik zu diskutieren haben.
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Solche Systeme sind in der Regel "nichtintegrierbar", wie das be-
riihmte Dreikdrperproblem, d.h. die Bewegungen lassen sich nicht
mehr in geschlossener Form mittels mathematischer Funktionen dar-
stellen. Es bleibt einem nur iibrig, die Bewegungsgleichungen nume-
risch ("mit dem Computer®") zu integrieren, wie es beim R8ssler-
Oszillator in Teil 1 durchgefiihrt wurde, um die Bewegungsabldufe
in Abhdngigkeit von der Zeit zu simulieren.

(Bemerkung: Ein klassisches Beispiel fiir ein integrierbares System
ist das "Federpendel": Eine Masse schwingt an einer Feder auf und
ab, die Bewegung ist mit einer Sinusfunktion darstellbar).

Ein weiteres, viel gravierenderes Problem ist jedoch die Dimension
des Phasenraums. Benttigt man z.B. zwei Koordinaten zur Beschrei-
bung einer Bewegung wie beim gekoppelten Pendel (Abb. 3), so ist
der Phasenraum ja vierdimensional, also erst einmal iiberhaupt
nicht darzustellen, geschweige denn zu analysieren!
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Abb. 3
Gekoppeltes Pendel

Hier hilft einem gliicklicherweise die theoretische Physik weiter,
denn man kann mit Hilfe der Erhaltungssdtze der Mechanik wie z.B.
dem Energieerhaltungssatz oder dem Drehimpulserhaltungssatz die
Dimension des Phasenraums durch Elimination je einer der Phasen-
raumkoordinaten herabsetzen. In unserem Beispiel, dem gekoppelten
Pendel, erhdlt man effektiv wegen der Energieerhaltung einen drei-
dimensionalen Phasenraum. Um nun die Darstellung weiter zu verein-
fachen, fithrt man sogenannte "Poincaré-Schnitte"” durch, d.h. man
schneidet den Phasenraum in viele zweidimensionale Scheiben und
kann so seine Struktur - z.B am Bildschirm einer Computersimula-
tion - bequem analysieren.

Poincaré-Schnitte und Chaos

e CoaESSSSSSSNRsroSSssEs

Im Poincaré-Schnitt treten statt der Phasenraumkurven (wie z.B. in
der Abb. 2) Folgen von DurchstoBpunkten auf, die dem Schnitt mit
den Phasenraumkurven entsprechen (Abb. 4,5 u.7). Treten im Poinca-
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ré-Schnitt immer die gleichen DurchrtoBpunkte anf, so handelt es
sich bei den geschnittepen Rurven um reqguliire, periodische Reknen
(Abb. 4). Oft umgeben solrhe “permanente Durchstofipunkte” Gebiete,
in denen die Durchstofpmnkre nach und nach sogeunannte invariante
Kurven auffiillen, die wm das Zentrum, den DurchstoBpunkt der pe-
riodischen Bahn, laufen, wie Abb. 5 zeigt (Solche Kurven miissen im
Allgemginen nicht unbadingt kreisf{drmig wie in der Abbildung
sein). Die Durchstofipunkte auf den invarianten Kurven werden je-
weils durch eine einzige sogenannte quasiperiodische Phasenraum-
kurve erzeugt, die sich echrauvbenlinienhaft anf je einer Oberfli.-
che von 1ineipander geschachtelten “Tori" (= Schlauchringen) im
Phasenvaum hewegt (Abb. 6).

s 1
k!
’r .\
?/. 77N W
A D | e N 3
¥ ® & ‘o 1 ‘0 y 4
6§ 3 S
R NUUPPA i
Af\\ e /.(f
‘o, ',/
b
Abb, 4 Abk 5
Po\'ucq(‘e'- S(LU\:H
12 4y
a ", ‘é
. ’LS
] .0 n("
10 ‘E 5 ¢ ‘3
¢ 2
3y . .
?

Abbh. 6 Abb. 7



Rosa Ursina 4/91 b3

Wir halten fest: Quasiperiodische Phasenraumkurven sind nicht pe-
riodisch, da ihre invarianten Kurven im Poincaré-Schnitt von den
Durchstofpunkten langsam aufgefiillt werden. Sie sind aber immer
noch reguladr, da sie im n-dimensionalen Phasenraum sich nur auf
der n-l-dimensionalen Oberflache eines n-dimensionalen Torus be-
finden und nicht ein n-dimensionales Volumen auffillen, wie die
chaotischen Phasenraumkurven:

Bei chaotischen Bahnen im Phasenraum treten namlich im Poincaré-
Schnitt (Abb. 7) vollig unregelmafig DurchstoBpunkte auf, ein mehr
oder weniger groRes Gebiet des Schnittes wird punktwolkenartig
aufgefillt.

Erinnerung: Nach Teil 1 ist das Auftreten von Chaos dadurch cha-
rakterisiert, daB sich zwei eng benachbarte Punkte im Phasenraum
mit der Zeit exponentiell voneinander entfernen. Dieses exponent-
tielle Anwachsen ist durch den Liapunov-Exponenten bestimmt.

Bevor wir uns endgililtig der praktischen Anwendung zuwenden, will
ich noch auf den Begriff der “Stochastizitat” chaotischen Verhal-
tens eingehen, der fir die Untersuchung der Stabilitat dynamischer
Systeme wichtig ist. Es gibt zwei Arten chaotischen Verhaltens:

— die schwache Stochastizitat:
Wenn eine chaotische Punktwolke im Poincaré-Schnitt zwischen
zwei invarianten Kurven eingesperrt ist, d.h. die chaotische
Phasenraumkurve Dbefindet sich zwischen zwei Tori, dann
spricht man von schwacher Stochastizit&at. Dies bedeutet, daB
eine an sich chaotische Bahn auf Dauer doch einigermaBen sta-
bil bleibt, weil sie im Phasenraum nicht ausbrechen kann!

— die starke Stochastizitat:
Hier gibt es fir die chaotische Kurve im Phasenraum keine
Grenzen mehr, die Punktwolke fiillt nach und nach den ganzen
Poincaré-Schnitt aus. Wenn z.B. ein Planet einmal auf eine
solche Torkelbahn geraten sollte, so wird er unweigerlich aus
dem Sonnensystem herausgeschleudert!

Diese Trennung zwischen starker und schwacher Stochastizitat gilt
streng nur fiir zweidimensionale Systeme, bei komplexeren Systemen,
wie es unser Sonnensystem z.B. darstellt, kann - allerdings nur
Uber sehr groBe Zeitraume hinweg - das Phanomen der Arnold-Diffu-
sion auftreten: bisher schwach stochastische Bahnen k&nnen ploétz-
lich stark stochastisches Verhalten zeigen...

Enceladus und Dione

Als erste Anwendung unserer Theorie wollen wir die Bewegung zweier
Monde des Saturn, Enceladus und Dione, betrachten. Die beiden Sa-
telliten stehen in Resonanz im Verhdltnis 2:1, d.h. wahrend Ence-
ladus zwei Umlaufe vollfihrt, bewegt sich Dione nur einmal um den
Zentralkdrper Saturn.

Solche Resonanzerscheinungen treten bei der Bewegung von Himmels-
kdérpern gar nicht so selten auf, zum Beispiel bewegt sich Jupiter
genau fuinf mal um die Sonne, wadhrend Saturn nur zweimal das Zen-
tralgestirn umkreist. Diese als “GroBe Ungleichheit” bekannte Re-
sonanz fuhrt zu starken Storungen der Bahnen der beiden Planeten,
deshalb ist damit 2zu rechnen, daB auch bei Enceladus und Dione
solche Bahnstdrungen auftreten und eventuell chaotisches Verhalten
bewirken.
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Unser Problem stellt anndhernd ein sogenanntes elliptisches einge-
schrénktes Dreikdrperproblem dar. Der Phasenraum ist vierdimensio-
nal, kann aber wie oben erkllrt durch ein Bewegungsintegral auf
drei Dimensionen erniedrigt werden (siehe [1]).

Wenn man einen geeigneten Poincaré-Schnitt durchflihrt, kann am
Bildschirm eines Computers die Struktur des Phasenraums in Abh&n-
gigkeit von einigen Bahnparametern des Systems betrachtet werden.
Ein entsprechendes Integrationsprogramm fiir Enceladus und Dione
haben R. Dvorak und M. Karch von der Universit#t Wien geschrieben.
Im Folgenden soll ihr Ergebnis kurz dargestellt werden, Genaueres
findet man in {1].

In Abb. 8 ist der Poincaré-Schnitt dargestellt. Man erkennt ver-
schieden indizierte invariante Kurven und ein chaotisches Gebiet:

Abb. 8

Poincare-Schnitt der Bahn
von Enceladus gestdrt von
Dione im Phasenraum.

Kurve 1 entspricht einer guasiperiodischen, nichtchaotischen Bewe-
gung. Erhdht man aber die Exzentrizitédt des stdrenden Satelliten
Dione im Modell schrittweise (Kurven 2 bis 10), so #ndern die in-
varianten Kurven ihre Form und werden nierenformig (2 bis 6), rei-
Ben zwischendurch mal in eine Kette von Inseln auf (3 und 5) und
bilden nach einer chaotischen Ubergangsphase (7) erneut geschlos-
sene, elliptische invariante Kurven in der linken Bildhdlfte (8
bis 10).

Von besonderem Interesse ist nun die chaotische Ubergangsphase (7)
zwischen nierenfdrmigen und elliptischen Rurven.

In diesem Fall erkennt man, daB sich die Bewegung des Enceladus im
Phasenraum bald in der N&he elliptischer, bald in der N&he nieren-
fsrmiger Kurven abspielt. Dazu ist zu bemerken, daB die Koordina-
ten des Poincaré-Schnitts nach all den Umformungen, die man zur
zweidimensionalen Darstellung unternommen hat, nicht mehr etwa die
Orts- oder Geschwindigkeitskoordinaten des Enceladus sondern "ir-
gendwelche” anderen physikalischen GréBen sind, die so geschickt
gewdhlt wurden, daB der Abstand vom Koordinatennullpunkt genau der
Bahnexzentrizitét des Enceladus entspricht. So gesehen treten also
in der wirklichen Bahnbewegung des Enceladus bei chaotischem Ver-
halten manchmal groBe Schwankungen in der Exzentrizitdt der Bahn
auf.
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Dieses nicht voraussagbare, plétzliche Umschalten von einem Bewe-
gungstyp =zum anderen ist ein typisches Merkmal fiir die oben er-
wihnte schwache Stochastizit8it, und wirklich ist die chaotische
Bewegung im betrachteten Model) zwischen invarianten Kurven einge-
sperrt!

Das System ist also auch bei chaotischem Verhalten stabi), plstz-
lich auftretende Spriinge in der Exzentrizit8t des Enceladus machen
das ganze Verhalten jedoch im allgemeinen unvorhersagbar.

Simulationen des Sonnensystems

T T RARNPI TR W T RREIE S ms

Die gr6Bten Erfolge im Bereich der Simulation von himmelsmechani -
schen Systemen erzielten zweifelsohne Jack Wisdom vom Massachu-
setts Institute of Technology und seine Mitarbeiter. Wisdom konnte
z.B. zeigen, daB die sogenannten Kirkwoed Liicken im Asteroidengiir-
tel durch chaotische Exzentrizit&tschschwankungen von Asteroiden
bei 3:1-Resonanz mit Jupiter bewirkt wurden, die zum Auswurf der
Himmelsk&rper aus dem Giirtel fiihrten. Ferner gelang ihm eine Er-
kldrung filr die chaotische Rotation des Saturnmondes Hyperion
durch seine asphirische Form und elliptische Bahn in einem NH#he-
rungsmodell mit der Phasenraum-Methode (siehe [2] u.[3]). Doch die
wirklich grofBe Frage war durch diese Details noch nicht beantwor-
tet: Ist das Sonnensystem als Ganzes gesehen stabil? Dazuv ist also
eine Simulation des Sonnensystems notwendig.

Fassen wir noch einmal zusammen, was wir bis jet=t iiher die Bahnen
der Planeten im Lichte der Chasostheorie aussagan kénnen:

Aus der bisher beobachteten Regelmdpigkeit der Planetenbewegung
folgt, daB die Planetenbahnen entweder reguldr, also periodisch
oder quasiperindisch sind, oder, falls chactisches Verhalten ent-
deckt werden =sollte, daB die Planetenbewegung nur schwach sto-
chastisch sein kann. Nun ist azber bekannt, dafl bei komplexen dyna-
mischen Systemen die Arnold-Diffusion, also der Ubergang zur star-
ken Stochastizitft (= Auswurf eines Planeten aus dem Sonnensystem)
méglich ist. Die immerwdhrende Stabilitét des Sonnensystems darf
alsg nicht fir selbstverstindlich gehalten werden, sondern muf,
wie bei den meisten anderen dynamischen Systemen auch, durch nume-
rische Experimente untersucht werden!

Im Jahre 1988 bengannen deshalb Gerald J. Sussman und Jack Wisdom
die bis heute ldngste Simulation des Huferen Planetensystems (Ju-
piter bis Pluto). Mit einem eigens dafiir entwickelten Computer
rechneten sie 845 Millionen Jahre in die Zukunft bei einem maxima-
len Fehler in den Endpositionen der Planeten von nur 5 Grad.
Solche Simwlationen sind &uBerst trickreich, so wurde zum Beispiel
mit einer Schrittweite von 32,6 Tagen gerechnet, was dazu fiihrte,
daB sich die Rundungsfehler im l.aufe der Rechnung gegenseitig fast
"weghoben”, wdhrend sie sich bei anderen Schrittweiten drastisch
swniert hdtten und die lange Rechnerei schlieBlich keine brauch-
baren Ergebnisese mehr geliefert hdtte.

Ergebnis nach fiinfmonatigem Computereinsatz: keiner der HXuBeren
Planeten gleitet in den ndchsten 845 Millionen Jahren in die star-
ke Stochastizitdt ab, das Sounensystem bleibt uns bis dahin also
in seiner jetzigen Form erhalten,

Zymindest fiir den exzentrischea Plareten Pluto konnte aber best&-
tigt werden, daf dieser sich auf einer chactischen Bahn befindet,
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die nicht berechenbar ist. Dazu hatten die beiden Wissenschaftler
n8mlich in der zweiten H&lfte ihrer Simulation zwei Test-Plutos an
nahezu demselben Ort auf die Reise geschickt und dann den Liapu-
nov-Exponenten bestimmt (siehe Teil 1): Laufend bestimmten sie
ihre Phasenraum-Distanz d, die sechs(!)dimensionale euklidische
Norm der Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten. Wegen den vernach-
l&ssigbaren Geschwindigkeiten entspricht diese GréBe praktisch dem
Abstand der beiden Test-Plutos in Astronomischen Einheiten (AE).
Abb. 9 zeigt das Ergebnis: Sie entfernen sich exponentiell vonein-
ander, in der logarithmischen Darstellung also linear (Wir erin-
nern uns: Das exponentielle Anwachsen der Entfernungen ist ein
Indikator fiir chaotisches Verhalten!).
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In der doppeltlogarithmischen Darstellung der Abb. 10 erkennt man,
daB3 das chaotische Verhalten erst beginnt, wenn der exponentielle
Effekt des chaotischen Auseinanderstrebens (durchgezogene, teil-
weise von den Rechenergebnissen iiberschriebene Linie) das rechen-
fehlerbedingte Anwachsen der Entfernungen (gestrichelte Linie)
liberwiegt (die rechenfehlerbedlngte Entfernung der beiden Test-
Plutos gehorcht statistisch einem Potenzgesetz und erscheint daher
in dieser Darstellung als linear):
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Aus der Formel in Teil 1 1&Bt sich nun stédndig der Liapunov-Expo-
nent 1 berechnen (Abb.1l1l): Erst nach 200 Millionen Jahren hat der
Liapunov-Exponent 1 seinen endgiiltigen, aber positiven Wert er-
reicht: 1 = 10 hoch -7,3 / Jehr. Dies bedeutet, daB sich der Ab-
stand der beiden Test-Plutos in etwa 20 Millionen Jahren um einen
Faktor e = 2,71828... vergrdfilert. Pluto hat also eine chaotische
Bahn, gegen Ende der Simulation haben sich die beiden Test-Plutos
schon 100 AF getrennt!

Die chaotische Zone im Phasenraum, in der sich Pluto befindet,
scheint =ziemlich klein zu sein. “Da die globale Struktur der cha-
otischen Zone aber nicht bekannt ist, ist es uns nicht m8glich
vorauszusagen, ob irregulérere Bewegungen mdglich sind. Wenn die
kleine chaotische 2Zone, in der Pluto sitzt, mit einer grdferen
chaotischen Region verbunden ist, kdnnte es pldtzlich zu weit un-
regelmidfigeren Bahnen kommen." (Sussman & Wisdom, aus [4])
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Ein halbes Jahr nach der Verdéffentlichung dieser Ergebnisse ver-
meldete Jacques Laskar {5), der in einer einfacheren Ndherung die
Bahnen der inneren Planeten Merkur bis Mars verfolgte, daB alle
Bahnen im inneren Sonnensystem ebenfalls chaotisch sind, sogar mit
noch gréferen TLiapunov- Exponenten: Bei Laskar ver-e-facht sich
zum Beispiel der Abstand zweier Test-Erden schon nach § Millionen
Jahren.

Zusammenfassung und SchluBbemerkungen

L e S e b E o e

Aus den in diesem Artikel besprochenen Beispielen ergeben sich
weitreichende Folgerungen fiir die Bewegung dynamischer Systeme:

a) Nur sehr einfache dynamische Systeme wie z.B. das Federpen-
del sind integrierbar und haben ausschlieBlich regulére Be-
wegungsabliufe.

by Schon bei einfachen zweidimensionalen Systemen kann durch
eine geringfilgige Anderung der Systemparameter chaotische
Bewegung entstehen (Beispiel: N&herungsmodell fiir Enceladus
und Dione).

c) Hoéher als zweidimensionale Systeme haben im allgemeinen auch
in quasiperiodisch scheinenden Regicnen keinen estabilen Be-
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wegungsablauf i{iber sehr lange Zeitr&ume hinweg, da das Phéd-
nomen der Arnold-Diffusion auftreten kann. AuBerdem darf
nicht vergessen werden, daB wir hier nur idealisierte Syste-
me unter Energieerhaltung betrachtet haben. Schon das Auf-
treten von kleinsten mit Energieverlusten verbundenen Kr¥f-
ten (z.B. Sonnenwind, Gezeitenkré@fte bei Objekten im Sonnen-
system) kann bisher stabile Kurven im Phasenraum in den cha-
otischen Bereich verschieben!

d) Da die unter a) erwdhnten Systeme in der Natur streng genom-
men nicht realisiert sind und auch die zweidimensionale Be-
schreibung in den meisten F&llen nicht ausreicht, miissen wir
in jedem realen System mit dem Auftreten von Chaos rechnen:
Schon das Gravitationspotential eines Elektrons in der Ent-
fernung des Andromedanebels kann ein idealisiertes, regulé-
res System so st8ren, daB irgendwann eine chaotische Bewe-
gung auftritt, wenn man nur lange genug warten kdnntel!!

Was soll man nun davon halten, daP alle Bewegungen im Prinzip cha-
otisch sind - ein Gedanke, der einen schaudern l8Bt, ist man doch
gerade von der Himmelsmechanik gewohnt, z.B. den genauwen Zeitpunkt
der Bedeckung der Sonne bei einer totalen Sonnenfinsternis bis auf
die Sekunde genau vorhergesagt zu bekommen!

Tatsdchlich ist es aber die Zeitskala, die uns prinzipiell chaoti-
sche Prozesse als reguldr, also als nichtchaotisch erscheinen
l8Bt: wshrend bei atomaren und molekularen Prozessen die Zeit bis
zum Wirksamwerden von chaotischem Verhalten in der Grdfenordnung
von Sekunden liegt, hat sie bei komplizierteren Systemen, wie sie
etwa in der Meteorologie beschrieben werden, etwa die GrdBenord-
nung von einem Tag.

Bei Satellitensystemen kann chaotisches Verhalten in etwa hundert-
tausend Jahren, beim Sonnensystem.nach einigen Milliarden Jahren
auftreten. Fiir die nédchste Milliarde von Jahren kdnnen wir also -
dies belegt auch die Simulation von Sussman & Wisdom - in Bezug
auf unser Sonnensystem beruhigt sein.

W. Wriggers
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wriggers
Sticky Note
(Deutsch)

Dieser Artikel wurde dankenswerterweise von Herrn Dieter Leistritz, 1. Vorsitzender der Sternwarte-Ingolstadt-AAI e.V. (vormals Astronomischer Arbeitskreis Ingolstadt e.V.) im August 2007 beim Stadtarchiv, Stadtmuseum Ingolstadt (http://www.ingolstadt.de/stadtarchiv), aus der dort archivierten Zeitschrift Rosa Ursina 4/91 photokopiert. 

Die photokopierte Vorlage wurde vom Autor am 4. Januar 2012 fuer diese PDF Version wie folgt bearbeitet: Seiten 9 und 12, welche schlecht lesbar waren, wurden mit Hilfe von Texten von 1991 restauriert und dem Original mit Hilfe von Formatierung und Font Funktionen in Microsoft Word angepasst. Die Abbildungen auf Seite 11 wurden ebenso mit Hilfe der Originale erneuert. Ein Rechtschreibfehler wurde dabei ebenfalls korrigiert.
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